
1-2: دنباله های همگرا و واگرا

فصل اول: دنباله ها

 و نمودار آن توجه کنید: 
n

n
( )a

n
−= 1 به جملات دنباله ی 

n
n

( ){a } { } , , , , , ...
n
− − − −= =−1 1 1 1 11 2 3 4 5

n را افزایش می دهیم، فاصله ی جملات از L=0 کم تر می ش��ود و مقادیر جملات به  ه��ر چ��ه در جملات این دنباله پیش می رویم و 

، همگرا به L=0 است و این  مفهوم را به صورت زیر نمایش می دهیم: 
n

n
( )a

n
−= 1 L=0 نزدیک می شوند. می گوییم دنباله ی 

n
nn n

( )lim a lim
n→+∞ →+∞

−= =1 0

دنباله ی همگرا و دنباله ی واگرا
L نزدیک کرد.  na را به هر اندازه ی دلخواه به  ، بتوان مقادیر جملات  n L همگراست در صورتی که با افزایش  n{a به  } دنباله ی 

nn
lim a L
→+∞

= این مفهوم را به صورت زیر نمایش می دهیم: 

L است. n{a برابر  } و می گوییم حد دنباله ی 
L نباشد، به آن دنباله ی واگرا گفته می شود. n{a همگرا به عدد مشخصی مانند  } اگر 

n{a  :ااث  } n همگرا هستند. در دنباله ی 
nb

n
=

+1 n و 
na −=2 دنباله های 

جملات دنباله به صفر همگرا هستند:
n n

n na ( ) {a } , , , ...−= = ⇒ =1 1 1 12 2 2 4 8
n از بالا به L=0 نزدیک می شوند یعنی دارای مقادیر بزرگ تر از صفر هستند و حد  دقت کنید که جملات این دنباله با افزایش 

n
n
lim −
→+∞

=2 دنباله برابر با صفر است: 0

n n
(n )n nb b

n n n n n
+ − += = = − ⇒ = −

+ + + + +
1 1 1 1 111 1 1 1 1 n داریم: 

nb
n

=
+1 در دنباله ی 

n{b به L=1 همگراست: }  به صفر میل می کند. به خاطر همین می توان حدس زد که 
n+
1

، عبارت 1 n با افزایش مقادیر 

n{b } , , , , ...= − − − −1 1 1 11 1 1 12 3 4 5

نزدیک   L=1 به  پایین  از   n افزایش  با  دنباله  این  جملات  که  کنید  دقت 
می شوند یعنی دارای مقادیر کم تر از 1 هستند و حد دنباله برابر با 1 است:

n
nlim

n→+∞
=

+
11

جملات  :ااث  مقادیر  و  هستند  واگرا   nb n= و   n
na ( )= −1 دنباله های 

دو  بین   n{a } دنباله ی  نمی شوند.  نزدیک   L مانند  به عدد مشخصی  آن ها 
مقدار 1 و 1− نوسان مي کند، بنابراین دارای حد نیست:

n
n{a } {( ) } , , , , ...= − =− −1 1 1 1 1
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n به عدد مش��خصی نزدیک  n{b ب��ا افزایش  } مقادی��ر جملات دنباله ی 
نمی شوند، بلکه از هر عدد بزرگی که تصور کنید، می تواند بزرگ تر گردد:
n{b } { n} { , , , , , ...}= = 1 2 3 2 5

 وجود ندارد.
n
lim n
→+∞

با توجه به نمودار 

n{b رفتار بهتری دارد.  n{b واگرا هس��تند، ولی { n{a و { اگر چه هر دو دنباله ی {
n می تواند از هر عدد مثبتِ بزرگی، بزرگ تر شود. واگرایی  ، با افزایش  n{b دنباله ی {

n
lim n
→+∞

=+∞ nb را به  این صورت نیز نمایش می دهند: n= دنباله هایی مانند 

تعریف دقیق همگرایی دنباله

n{a } , , , , ...= − + − +1 1 1 11 1 1 13 5 7 9  توجه کنید: 
n

n
( )a

n
−= +
+

11 2 1 به جملات دنباله ی 

1 باشد، داریم:
na از L=1 کم تر از 10 مقادیر دنباله به هر اندازه ی دلخواه می توانند به L=1 نزدیک شوند. مثلًا اگر بخواهیم فاصله ی 

n
n

( )|a | | | n n
n n
−− < ⇒ + − < ⇒ < ⇒ + > ⇒ >
+ +

11 1 1 1 91 1 1 2 1 1010 2 1 10 2 1 10 2 n [ ] n⇒ ≥ + ⇒ ≥9 1 52

nn |a |≥ ⇒ − < 15 1 10 1 است: 
10 na از L=1 کم تر از  در واقع اگر از جمله ی پنجم به بعد را در نظر بگیریم، فاصله ی  

1 باشد، چطور؟ اگر به طریق مشابه، محاسبات را تکرار کنیم، خواهیم داشت:
500 na از L=1 کم تر از  حال اگر بخواهیم، فاصله ی 

nn |a |≥ ⇒ − < 1250 1 500
برای این که ثابت کنیم ب��ه هر مقدار دلخواه می توان مقادیر 
L نزدیک کرد، بای��د از یک متغیر  n{a را ب��ه  دنبال��ه ی {
ε اس��تفاده کنی��م که نماینده ی تمام��ی اعداد حقیقی  مانند 
=ε باش��د. در واقع برای اثبات  1

=ε و 500 1
10 مثب��ت مانند 

ε یک مقدار طبیعی  ، باید به ازای هر  L همگرایی دنباله به 
n تضمین کند  M≥ M یافت، به طوری که نامس��اوی  مانند 

ε است.  L کوچک تر از  na از  که فاصله ی 

M یافت شود،  ، عددی طبیعی مانند  ε L است، اگر و فقط اگر برای هر مقدار حقیقی و مثبت  n{a همگرا به  } دنباله ی 

nn M |a L|≥ ⇒ − <ε به طوری که:  

ε می شود. یعنی از جمله ی Mام دنباله به بعد، فاصله ی جملات دنباله از عدد L کم تر از مقدار 

  :ااث 
n

n

( )lim
n→+∞

−+ =
+

11 12 1 می خواهیم ثابت کنیم: 

nn M |a |≥ ⇒ − <ε1 M بیابیم، به طوری که:  ، باید عددی طبیعی مانند  ε>0 برای هر عدد حقیقی
n n

n
( ) ( )|a | | | | |

n n n
− −− = + − = =
+ + +

1 1 11 1 12 1 2 1 2 1 n|a را کمی ساده می کنیم:  |−1 عبارت 

n M
n

≥ ⇒ <ε
+

1
2 1 M را باید به گونه ای بیابیم که نتیجه گیری زیر درست باشد:  پس 

n M n≥ ⇒ > −
ε
1 1
2 2 <n معادل است. پس:  −

ε
1 1
2 2 +n و در نتیجه با نابرابری  >

ε
12 1  با 

n
<ε

+
1

2 1 نابرابری 

@
شبیه سازی 

کد 103
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n تبدیل می کنیم که در آن به کمک جزء صحیح، عددی  [ ]≥ − +
ε
1 1 12 2 <n را به  −

ε
1 1
2 2 n عددی طبیعی است، رابطه ی  از آنجا که 

n M n [ ]≥ ⇒ ≥ − +
ε
1 1 12 2 M را طوری پیدا کنیم که نتیجه گیری زیر صحیح باشد:  طبیعی خواهیم داشت. حال باید 

n انتخاب شود،  M≥ M یک جواب است. حال می توانیم ادعا کنیم که اگر  [ ]= − +
ε
1 1 12 2 با توجه به رابطه ی اخیر، بدیهی است که 

n|a خواهد بود: |− <ε1

n n
n

n M n [ ] n n

( ) ( )| | | | |a |
n n n

≥ ⇒ ≥ − + ⇒ > − ⇒ + >
ε ε ε

− −⇒ <ε ⇒ <ε ⇒ + − <ε ⇒ − <ε
+ + +

1 1 1 1 11 2 12 2 2 2
1 11 1 1 12 1 2 1 2 1

n

n

( )lim ( )
n→+∞

−+ =
+

11 12 1 M ثابت مي کند:   [ ]= − +
ε
1 1 12 2 پس وجود 

توجه: به دو مطلب مهم دقت کنید:
ε باید مقدار  ε است و نسبت عکس با آن دارد. یعنی با کاهش  M بر حسب  1- همان گونه که در مثال قبل مشاهده کردید،  اکثراً مقدار 

M انتخاب گردد. بزرگ تری برای 
M اس��ت. مس��لماً اگر مقادی��ر بزرگ تری مانند  M به دس��ت آمد، کوچک ترین مقدار برای  2- در مث��ال قب��ل مقداری که برای 

M [ ]≥ − +
ε
1 1 12 2 n|a برآورده می شود. یعنی می توان گفت:  |− <ε1 M نیز انتخاب گردد، مجدداً نابرابری  | |= − +

ε
1 1 1002 2
n را حدس زده و سپس آن را اثبات کنید.: 1 یله ی 

na
n

=
+

5
1 حد دنباله ی 

n به سادگی می توان حد دنباله  را حدس زد:  ال هث 
n+
5

با تفکیک عبارت 1
( n )n n

n n n n n
+ − += = − = −

+ + + + +
5 5 55 5 5 5 551 1 1 1 1

n{a } , , , , , ,⇒ = − − − − −5 5 5 5 55 5 5 5 52 3 4 100 101 

 
n

nlim
n→+∞

=
+

5 51 L=5 همگرا باش��د. برای اثبات  n{a به  }  به صفر، حدس می زنیم که 
n+
5

با توجه به نزدیک ش��دن 1

 nn M | |
n

≥ ⇒ − <ε
+

5 51 M یافت، به طوری که:  ، عددی طبیعی مانند  ε>0 باید برای هر
n| | n n

n n
− <ε ⇔ <ε ⇔ + > ⇔ > −

+ + ε ε
5 5 5 55 1 11 1 |n معادل است با:  |

n
− <ε

+
5 51 نابرابری 

n M n≥ ⇒ > −
ε
5 1 |n نیز برآورده خواهد شد:  |

n
− <ε

+
5 51 ، نابرابری  n> −

ε
5 در واقع اگر 1

n M n [ ]≥ ⇒ ≥ − +
ε
5 1 1 M را به گونه ای بیابیم که:  <n برآورده می شود. پس باید  −

ε
5 n باشد، نیز نابرابری 1 [ ]≥ − +

ε
5 1 اگر 1

M اثبات می کند که حد دنباله برابر 5 است. [ ]=
ε
5 M یا همان  [ ]= − +

ε
5 1 با توجه به رابطه ی اخیر، وجود 1

n به صفر همگرا است.: 2 یله ی 
na ( )= 1

3 ثابت کنید که دنباله ی 

M خواهیم یافت، به طوری که نتیجه گیری زیر صحیح باشد: ال هث  ، عددی طبیعی مانند  ε>0 برای هر عدد حقیقی
nn M |( ) |≥ ⇒ − <ε1 03

M را طوری پیدا  n معادل است. پس باید  log ( )>
ε3
1 n و در نتیجه با نامس��اوي  >

ε
13 n با نامساوي  <ε

1
3

نامس��اوي 

n M n log ( )≥ ⇒ >
ε3
1 کنیم که داشته باشیم: 

M را به گونه اي بیابیم که: n را برآورده می کند. پس باید  log ( )≥
ε3
1 نیز، نابرابری  n [log ( )]≥ +

ε3
1 از طرفی 1

n M n [log ( )]≥ ⇒ ≥ +
ε3
1 1

n برابر صفر است.
na ( )= 1

3 M مي توان ثابت کرد که حد دنباله ی  [log ]= +
ε3
1 بنابراین اگر 1



59

n|a را نتیجه گرفت. : 1تتت  |− <ε5 n می ت��وان نابرابری  M≥ ، از  ε  ب��ه ازای هر عدد حقیقی و مثبت 
n

n na
+

=
−

15
5 1

در م��ورد دنبال��ه ی 

ε کدام است؟ M بر حتب  کوچک ترین مقدار طبیعی 
[log ( )]+ +

ε5
5 1 1 )4  [log ( )]+

ε5
5 1 )3  [log ( )]+

ε5
5 1  )2  [log ( )]

ε5
5  )1

، معادل آن را در نظر بگیریم:	اسس:  n|a |− <ε5 کافی است به جای 
n n n

n n n n

n n

|a | | | | |

n log ( ) n [log ( )]

+ + +− +− <ε ⇔ − <ε ⇔ <ε ⇔ <ε
− − −

⇔ − > ⇔ > + ⇔ > + ⇔ ≥ + +
ε ε ε ε

1 1 1

5 5

5 5 5 5 55 5
5 1 5 1 5 1

5 5 5 55 1 5 1 1 1 1

M باید به گونه اي انتخاب شود که رابطه ي زیر برقرار باشد: بنابراین 
n M n [log ( )] M [log ( )]≥ ⇔ ≥ + + ⇒ = + +

ε ε5 5
5 51 1 1 1

بنابراین گزینه ی )4( درست است.

M : 2تتت  ) قرار می گیرند. کوچک ترین عدد طبیعی  / , / )2 4 2 6 n در بازه ی 
na

n
=

+
5

2 4 n جملات دنباله ی  M≥ ب��رای اع��داد طبیعی 

کدام است؟
24 )4  23  )3  37  )2  49 )1

n2 بسیار 	اسس:  4 در مقابل  ، در مخرج کسر، عدد  n n می توان فهمید که با افزایش 
na

n
=

+
5

2 4 با کمی دقت به جملات دنباله ی 

n
nlim / L /

n→+∞
= = ⇒ =

+
5 5 2 5 2 52 4 2 5 نزدیک می شود: 

2 n یعنی 
n

5
2 ناچیز خواهد شد و کل کسر به 

0/ باشد: L کم تر از 1 /=2 5 ) قرار بگیرند، باید فاصله ی جملات از  / , / )2 4 2 6 براي این که جملات دنباله در فاصله ی 

n
n n n|a / | / | | | |

n ( n ) ( n )
− −− < ⇒ − < ⇒ < ⇒ <

+ + +
5 5 1 10 10 20 1 20 12 5 0 1 2 4 2 10 2 2 4 10 2 2 4 10

n n n n [ ] n⇒ + > ⇒ > ⇒ > ⇒ ≥ + ⇒ ≥96 962 4 100 2 96 1 492 2
بنابراین گزینه ی )1( درست است.

) قرار می گیرد. کوچک ترین عدد طبیعی M کدام است؟: 3تتت  / , )3 99 4  در فاصله ی 
n

n na
+

+
+=
+

3
1

2 3
2 1

n دنباله ی  M≥ برای اعداد طبیعی 

8  )4  7  )3  6  )2  5  )1
L=4 همگراست، زیرا با تفکیک ضابطه ی دنباله، خواهیم داشت: n{a به  } 	اسس: دنباله ی 

nn
n nn n n

( )a a¦Ã§�U× + −× += = → = −
× + × + × +

8 2 4 18 2 3 14
2 2 1 2 2 1 2 2 1

4 نزدیک می شوند. ×n به صفر نزدیک شده و جملات دنباله به  +
1

2 2 1
، مقدار کسر  n با افزایش 

، از پایین به L=4 نزدیک می ش��وند و تمامی جملات آن  n n طوری اس��ت که با افزایش  na = −
× +

14
2 2 1

جملات دنباله ی 

، جملات دنباله در بازه ی  ( / , / )3 99 4 01 L=4  کوچک ترند. به  همین دلیل، در صورت س��ؤال به جای اس��تفاده از بازه ی  از 
) قرار گرفته اند. / , )3 99 4

n n
n n n|a | | | / n− < ⇒ − − < ⇒ < ⇒ × > ⇒ > ⇒ ≥

× + × +
1 1 1 1 14 4 4 2 2 99 2 49 5 6100 100 1002 2 1 2 2 1

بنابراین گزینه ی )2( درست است.
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n≥63 در آن قرار دارد، کدام است؟: 4تتت  na به ازای 
n

=
+ +
3
1 2

کوچک ترین بازه ای که جملات دنباله ی 

 ( , / ]0 0 6  )4   ( , / )0 0 6  )3   ( , / ]0 0 3  )2   ( , / )0 0 3  )1

na با افزایش n، کاهش یافته و به صفر 	اسس: 
n

=
+ +
3
1 2

روش اول: جملات دنباله ی 

، بزرگ ترین مقدار دنباله همان a63 است و داریم: n≥63 همگراست. پس به ازای
 n nn a a a /≥ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤6363 0 0 0 3

روش دوم: با نوشتن چند نامساوی نیز می توان به نتیجه رسید:

nn n n a
n

×≥ ⇒ + ≥ ⇒ + + ≥ ⇒ < ≤ → < ≤
+ +

31 1 363 1 8 1 2 10 0 010 101 2
بنابراین گزینه ی )2( درست است.

n در بازه ای متقارن به مرکز حد : م یله ی  M≥ n برای 
na [ ]
n
+=
+

2 10
1 M را طوری بیابید که دنباله ی  کوچک ترین مقدار طبیعی 

] علامت جزء صحیح است.( ] 0/ قرار داشته باشد. ) 03 دنباله و به شعاع 
چند جمله ی ابتدایی این دنباله را می نویسیم: ال هث 

n
n{a } {[ ]} , , , , , , , , , , ,
n
+= =
+

2 10 6 4 4 3 3 3 3 2 2 2 21 

nn
lim a
→+∞

2 است، یعنی: 2= این طور که مشخص است از جمله ی هشتم به بعد مقادیر دنباله برابر 

 ، M به این مطلب دقت کنید که برای n≥8 فاصله ی مقادیر جملات دنباله از حد آن برابر صفر است و کوچک ترین مقدار طبیعی 
ε=0/ است و به آن ارتباطی ندارد. در واقع از جمله ی هشتم  03 برابر 8 است. به عبارت دیگر در این سؤال مقدار M مستقل از 
0/ قرار دارند، بلکه دقیقاً برابر با حد دنباله هستند. به بعد، نه تنها جملات دنباله در بازه ای متقارن به مرکز حد آن و به شعاع 03

1 قرار نمی گیرند؟: 5تتت 
11 n در بازه ای متقارن به مرکز حد آن و به شعاع 

na
n
+=
−

9 2
3 1 چند جمله  از دنباله ی 

23  )4  22 )3  19 )2  18  )1
	اسس: با تفکیک ضابطه ی دنباله خواهیم داشت:

n
( n )a

n n
− += = +
− −

3 3 1 5 533 1 3 1
L=3 خواهد شد. برای این که مقادیر جملات دنباله در بازه ای متقارن به مرکز 3 و  ، حد دنباله برابر با  n با افزایش مقادیر 

1 قرار نگیرند، خواهیم داشت:
11 شعاع 

n|a | | | n n / n
n n

− ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤
− −

1 5 1 5 13 3 3 3 56 18 6 1811 3 1 11 3 1 11
پس از جمله ی اوّل تا جمله ی هجدهم در این بازه قرار ندارند. بنابراین گزینه ی )1( درست است.

ا تباط بين علا ت د و علا ت جملات دنبالهث

L همگرا باشد،  ی توان گفتث n{a به  } اگر دنباله ی 

L≥0 na  :بت باشند، آن گالث  الف( اگر تمام جملات 

nn M a≥ ⇒ >0 M یافت  ی شود، به طو ی کهث  ، آن گال  قدا  طبيعی  L>0 ب( اگر 

، آن گال از جمله ای به بعد، جملات دنباله  :بت خواهند بود. L>0 به عبا ت دیگر اگر 

nn M a≥ ⇒ <0 M یافت  ی شود، به طو ی کهث ، آن گال  قدا  طبيعی  L<0 پ( اگر 

، آن گال از جمله ای به بعد، جملات دنباله  نفی خواهند بود. L<0 به عبا ت دیگر اگر 

L برابر با صفر باشد، نمی توان کمی صاد  کرد و ا کان دا د که جملات دنباله وا صفر تغيير علا ت دهند. ت( د  صو تی که 

نکته
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na را در نظر بگیرید که تمامی جملات آن مثبت است.  :ااث 
n

=5 دنباله ی 

طبق بند الف نکته ی قبل، در صورتی که دنباله همگرا باشد، حد آن بزرگ تر 
 na

n
=5 مورد  در  که  باشد  می تواند  نیز  صفر  حتی  و  است  صفر  مساوی 

همین طور است.
n
lim

n→+∞
=5 0

L همگرا اس��ت. طبق  /=0 n{b توجه کنید که به 1 } حال به نمودار دنباله ی 
بن��د ب نکته ی قبل، از جمله ای به بعد تمامی جملات مثبت هس��تند که این 

جمله در نمودار مشخص شده است:

n{c توجه کنید که به L=0 همگرا است. هر چه  در آخر به نمودار دنباله ی {
n را افزایش دهیم، علامت جم��لات دنباله تغییر می کند و مثبت و  مقادی��ر 

منفی می شود:

ذف تعداد  تناهی از جملات ابتدایی یک دنباله یا اضافه کردن تعداد  تناهی جمله به ابتدای یک دنباله، هيچ تأثيری بر وضعيت همگرایی 
L همگرا باشد، با ذف یا اضافه کردن چند جمله از آن، تغييری د  وضعيت همگرایي آن ایجاد نمی شود  n{a به  } دنباله نخواهد گذاشت. اگر 

L همگرا خواهد بود. و دنباله ی جدید نيز به همان 

n را در نظر بگیرید که به صفر همگرا است. دو دنباله ی زیر که یکی با حذف دو جمله و دیگری با اضافه  :ااث 
na ( )= 2

5 دنباله ی 

n{a ساخته شده اند، مجدداً به همان صفر همگرا هستند: } کردن دو جمله به 
n{a } , , , ,=2 4 8 16

5 25 125 625 

n{b } , , , , , ,= 2 4 8 161 17 5 25 125 625  nb همگرا به صفر(      (

n{c } , ,= 8 16
125 625  nc همگرا به صفر(      (

n{a را در نظر بگیریم، به این جملات نامتناهی یک زیردنباله  } زیر دنباله: اگر تعداد نامتناهی از جملات یک دنباله مانند 
n{a گویند که خود دنباله ای جدید است. } از 

n توجه کنید: :ااث 
na cos π= 3 به دنباله ی 

n
n{a } {cos } , , , , , , , ,π − − −= = −1 1 1 1 1 11 13 2 2 2 2 2 2 

n{c ایجاد می کنیم: } n{b و  } از روی این دنباله، دو زیردنباله مانند 
n n n n{b } {a } a , a , a , a ,= == =1 2 1 2 4 6 8 

n n n
nb a cos {b } , , , , , ,π − − − −⇒ = = ⇒ =2

2 1 1 1 11 13 2 2 2 2 

n n n n{c } {a } a , a , a ,= == =1 6 1 6 12 18 

n n n
nc a cos cos n {c } , , ,π⇒ = = = π ⇒ =6

6 2 1 1 13 

n{c به دست آمد. n{b و یک زیردنباله ی همگرا مانند { n{a یک زیردنباله ی واگرا مانند { } در مثال فوق، از روی دنباله ی واگرای 

نکته
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L همگرا  n{a و … نيز به  }3  ، n{a }2  ، n{a }+2  ، n{a }+1 L همگرا باشد، هر زیردنباله ی دلخوال از آن نظير  n{a به  } اگر دنباله ی 

خواهد بود.

na نیز به صفر همگرایند. :ااث 
n

=3 3
1 na و یا 

n
=2

1
2 na به صفر همگراست. بنابراین دنباله هایی نظیر 

n
= 1 دنباله ی 

ن n{a واگرا خواهد بود.	:هجیت } L2 همگرا باشند، دنباله ی  n{a به دو  قدا   تمایز L1 و  } اگر دو زیردنباله از 

n{a :ااث  } , , , ,=− −1 1 1 1  n توجه کنید: 
na ( )= −1 به دنباله ی 

nc به دو مقدار مختلف همگرا هستند:  nb و  دو زیردنباله ی 
n n n{b } {a } a , a , , , ,== = =2 1 2 4 1 1 1  )همگرا به 1(     

n n n{c } {a } a , a , , , ,− == = =− − −2 1 1 1 3 1 1 1        ) )همگرا به 1−

n{c نیز به یک مقدار همگرا شوند. و { n{b n{a واگراست، زیرا در صورت همگرایی، لازم بود زیر دنباله هایی مانند { دنباله ی {

نشان دهید دنباله  های زیر واگرا هتتند:: م یله ی 

n
n

( )u [ ]
n
−=
+
1

1 ب(   n

: n
na

: n
n

joÎ

Z»p

 −=
 +

25

13
الف( 

n به دو مقدار همگرا می شوند. به عبارت بهتر دو زیر دنباله از آن ها  ال هث  این دنباله ها به ازای مقادیر زوج و فرد 
به دو مقدار متمایز همگرا می شوند. پس خود دنباله ها واگرا هستند.

 )الف
n nn

n
n nn

b : n lim b: n nna
: n c : n lim c

n n

joÎjoÎ 

Z»p Z»p

→+∞

→+∞

 = − ⇒ =− = ⇒ 
 + = + ⇒ = 

22 5 55

1 13 3 3
 

 )ب
n

n n

[ ] : n( ) nu [ ] {u } , , , , , ,
n [ ] : n

n

joÎ 

Z»p 

−
−  += = ⇒ =− − −+ 

 +

1
1 1 1 0 1 0 1 01 1

1



n{u ساخته می شود، به 1− همگراست و زیردنباله ای که با جملات زوج ساخته می شود،  } زیردنباله  ای که با جملات فرد 
n{u واگراست. } به صفر همگراست. پس 

n مقادیر جملات دنباله در بازه ی متقارن به مرکز : م یله ی  M≥ 4 همگراست. اگر برای   به 

n

n
n

n
a

n : n
n

:joÎ

Z»p

+

−
 +
 +=

+
 +

1
1

3
3

2 5
2 6
4 5

1

دنباله ی 

M را بیابید. 1 قرار داشته باشند، کوچک ترین عدد طبیعی 
10 4 و شعاع 

M را تعیین می کنیم: ال هث  جملات با شماره ی زوج و فرد را جداگانه بررسی می کنیم و سپس کوچک ترین مقدار 

فرد
n n

n n nn: |a | | | n n n , , ,
+ −
− −
+− < ⇒ − < ⇒ < ⇒ > ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ =
+ +

1 1
1 1

1 2 5 1 19 14 4 2 184 1 8 9 9 111310 10 102 6 2 6


زوج n
nn: |a | | | n n n , , ,
n n

+− < ⇒ − < ⇒ < ⇒ > ⇒ ≥ ⇒ =
+ +

3 3
3 3

1 4 5 1 1 14 4 9 3 4 6 810 10 101 1


M را بیابی��م، به طوری که از آن جمله به بعد، هم  ح��ال باید کوچک ترین عدد طبیعی 
جملات فرد و هم جملات زوج در محدوده ی مورد نظر قرار بگیرند:

M=8 به بعد، هم جملات زوج و هم  با توجه به نمودار فوق مش��خص اس��ت که از 
1 قرار دارند.

جملات فرد، مورد قبول هستند و در بازه ی متقارن به مرکز 4 و شعاع 10

نکته
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1 قرار دارند. کوچک ترین عدد : 6تتت 
100 6 و شعاع  n در بازه ی متقارن به مرکز 

: n
na

n : n
n

joÎ

Z»p

 −= +
 +

16

6 10
2

n جملات دنباله ی  M≥ برای 

M کدام است؟ طبیعی 
100  )4  101 )3  199  )2  200  )1

جملات دارای شماره ی فرد و جملات دارای شماره ی زوج را جداگانه بررسی می کنیم:	اسس: 
فرد nn: |a | | | n n n , , ,

n n
− < ⇒ − − < ⇒ < ⇒ > ⇒ ≥ ⇒ =1 1 1 1 16 6 6 100 101 101 103 105100 100 100 

زوج n
nn: |a | | | n n n , , ,
n n
+− < ⇒ − < ⇒ < ⇒ > ⇒ ≥ ⇒ =
+ +

1 6 10 1 2 16 6 198 199 200 202 204100 2 100 2 100 

n را در نمودار مش��خص می کنیم تا کوچک ترین عدد طبیعی  حال مقادیر قابل قبول 
M را بیابیم:

پس برای n≥199 نتیجه گیری درست بوده و دنباله  در بازه ی مورد نظر قرار می گیرد. 
بنابراین گزینه ی )2( درست است.

0/ قرار ندارد؟: 7تتت  1 n در بازه ی متقارن به مرکز حد آن و شعاع 

: n
n

a
n : n

n

joÎ

Z»p

 −
=

 +

2
2

35

5
6

چند جمله از دنباله ی 

23  )4  22 )3  42 )2  45  )1
0/ باشد. 	اسس:  n|a کوچک تر از 1 |−5 5 است. برای این که جملات آن در بازه ی مورد نظر قرار بگیرند، باید  این دنباله  دارای حد 

0/ باشد: n|a بزرگ تر یا مساوی 1 |−5 پس برای این که در این بازه قرار نگیرند، باید 
nn:|a فرد | / | | n n , , , , ,

n n
− ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ ⇒ =3 1 3 15 0 1 5 5 30 1 3 5 27 2910 10 

n زوج
nn:|a | / | | n n n , , ,

n n
− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ =

+ +

2 2
2 2

5 1 30 15 0 1 5 294 17 2 4 1610 106 6


] و تعداد جملات زوج که خارج از بازه هستند برابر است  ]=30 152 تعداد جملات فرد که خارج از بازه هستند برابر است با: 

+ =15 8 23 ] و تعداد کل جملاتی که خارج از بازه هستند، برابر است با:   ]=16 82 با: 

بنابراین گزینه ی )4( درست است.

اعمال اصلی روی دنباله ها  
n{b و چهار عمل اصلی دنباله های جدیدی ساخت که عبارتند از:  n{a و { می توان با استفاده از دو دنباله ی {

n n n n n n{a b } , {a b } , {a b }+ −

امُ دو دنباله ی  n امُ هر یک از این دنباله ها به کمک اعمال جبری روی جمله ی  n nb اس��ت. جمله ی  n که در آن 0≠
n

a{ }
b

همچنین 

n{b ایجاد می شود. حد این دنباله ها را به کمک قضیه ی زیر محاسبه می کنیم. } n{a و  }

، آن گاه:
n
lim L
→+∞

= 2 nn و 
lim a L
→+∞

= 1 اگر 
n n n nn n n

lim (a b ) lim a lim b L L
→+∞ →+∞ →+∞

± = ± = ±1 2

n n n nn n n
lim (a b ) lim a lim b L L
→+∞ →+∞ →+∞

= × = 1 2

nnn
n n nn

lim a Lalim (L )
b lim b L

→+∞
→+∞

→+∞

= = ≠1
2

2
0

قضیه
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L را تعیین کنید.: م یله ی  4 همگرا باشد،  n به 
n

n

ab
a

=
+

3
5 L همگراست. اگر دنباله ی  n{a به  } دنباله ی 

n ال هث  nn n
nnn nn n

lim a lim a L
L Llim b L

L Llim (a ) lim a L
→+∞ →+∞

→+∞
→+∞ →+∞

= = ⇒ = ⇒ = ⇒ =− + ++ = + = +

3 3 3
3 3 4 205 55 5 5

 

قضیه ی فوق را علاوه  بر چهار عمل اصلی، می توان برای عمل  های دیگری مانند توان رسانی و فرجه گیری عمومیت داد. مثلًا:

n nn n

n n nn n n

n nn n

lim a ( lim a ) L

lim a L lim a lim a L

lim a lim a L (L )�o{ IM

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞

 = =

= ⇒ = =

 = = ≥


3 3 3

33 3

0

nn n
lim bb

n nn n
lim a ( lim a ) →+∞
→+∞ →+∞

= nb تعریف شده باشد، می توان گفت: 
na در حالت کلی تر با شرط این که 

L را تعیین کنید.: م یله ی  L همگراست.  n به عدد  na a

a
+ = +


=

1

1

2
2

دنباله ی بازگشتی 

برای درک بهتر رفتار این دنباله ی، چند جمله ی ابتدایی آن را می نویسیم: ال هث 

n{a } , , ,= + + +2 2 2 2 2 2 

2 در جم��لات این دنباله، می ت��وان گفت که هر جمل��ه ازجمله ی قبلی  ب��ا دقت به 
L همگراست،  بزرگ تر است و این دنباله اکیداً صعودی است. با فرض این که دنباله به 

دارای نموداری به صورت روبه رو خواهد بود و داریم:

n n nn n n
lim a L lim a L , lim a L+
→+∞ →+∞ →+∞

= ⇒ = + = +1 2 2

na با هم برابر  na+2 و 1+ ، حد دنباله ه��ای  n na a+ = +1 2 ب��ا توجه به رابطه ی 

L L= +2 است: 
2 می رسانیم: طرفین معادله ی فوق را به توان 

L L L L (L )(L ) L , L= + ⇒ − − = + − = ⇒ =− =2 22 2 1 2 0 1 2

ج��واب L=−1 غیرقابل قبول اس��ت و در معادل��ه  صدق نمی کند. پ��س این دنباله ی 
L=2 همگراست. بازگشتی به 

 به چه عددی همگراست؟: 8تتت 
n

n
aa

a

+
+ =


 =

1

1

3 2
5

6
دنباله ی 

1 )4  2  )3  35  )2  23  )1

L همگراست، داریم:	اسس:  n{a به  } با فرض این که 

n
nn n

a L Llim a L , lim L L L+
→+∞ →+∞

+ + += = ⇒ = ⇒ = ⇒ =1
3 2 3 2 3 2 3 3 15 5 5

بنابراین گزینه ی )4( درست است.
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L را بیابید.: م یله ی  n مقدار 
n n

alim L
a
+

→+∞
=1 n تعریف می شود. با فرض این که  n na a a

a a
+ += +

 = =
2 1

1 2 1
دنباله ی فیبوناچی به صورت 

n{a ال هث  } , , , , , , ,=1 1 2 3 5 8 13  n{b را می نویسیم:   } چند جمله ی نخست دنباله ی 
n

n
n

a{b } { } , , , , , ,
a
+= =1 3 5 8 131 2 2 3 5 8 

n n
n n

a a
a a

+

+ +
= +2

1 1
1 na تقسیم می کنیم: +1 n را بر  n na a a+ += +2 1 n طرفین رابطه ی 

n

a
a
+1 برای یافتن حد 

L همگراست. پس: n به 
n

n

ab
a
+= 1 از طرفی 

n
n n

n
n nn n nn

alim ( )
a L

L L L L
Lalim lim b lim b L

a

→+∞ +

+
+

→+∞ →+∞ →+∞+

 + = + ±⇒ = + ⇒ − − = ⇒ =
 = = =


1 2
2

1
1

11 1
1 1 51 1 0 2

n همگی مثبت هستند و 
n

n

ab
a
+= 1 L که عددی منفی اس��ت، غیرقابل قبول اس��ت، زیرا جملات دنباله ی  −=1 5

2 مقدار 

n
n n

alim
a
+

→+∞
+=1 1 5

2 این دنباله نمی تواند به عددی منفی همگرا شود. بنابراین:

1+ به عدد طلایی یا نسبت طلایی مشهور است. 5
2 این عدد مهم یعنی 

مفهوم حد بی نهایت در دنباله ها  

n مقدار آن ها به عدد مشخصی نزدیک نمی شود،  na هستند که با افزایش  n= 2 دسته ی مهمی از دنباله  های واگرا، دنباله هایی نظیر 
 n{a } {n } , , , , , ,= =2 1 4 9 16 25 36  بلکه از هر مقدار مشخص و دلخواهی، می توانند بزرگ تر گردند: 

na از N=100 بزرگ تر گردد، کافی اس��ت جملات بعد از n=10 را در نظر بگیریم. اگر خواس��ته  n= 2 اگر بخواهیم مقدار جملات 
na از هر  N=10000 بزرگ تر شوند، کافی است جملات بعد از n=100 را در نظر بگیریم. در واقع در این دنباله ها مقدار  باشیم از 

nn n
lim a lim n
→+∞ →+∞

= =+∞2 ، می تواند بزرگ تر باشد. در این صورت می نویسیم:  N عدد مثبتی مانند 

، از هر مقدار دلخواه و منفی، کوچک تر می گردند: n nb نیز همین گونه اند. با این تفاوت که با افزایش  n=− 3 دنباله هایی نظیر 

n{b } { n } , , , ,= − =− − − −3 1 8 27 64 

nn n
lim b lim ( n )
→+∞ →+∞

= − =−∞3

حد بی نهایت در دنباله ها

 M ، عدد طبیعی  N ∞+ است، هرگاه برای هر عدد حقیقی و مثبت دلخواهی مانند  n{a دارای حد  } 1- دنباله ی واگرای 

nn M a N≥ ⇒ > یافت شود،  طوری که:  

nn
lim a
→+∞

=+∞ در این صورت می نویتیم:  

N عدد طبیعی یافت  ∞− است، هرگاه برای هر عدد حقیقی و مثبتِ دلخواهی مانند  n{a دارای حد  } 2- دنباله ی واگرای 

nn M a N≥ ⇒ <− شود، طوری که:  

nn
lim a
→+∞

=−∞ در این صورت می نویتیم: 

nn M a K≥ ⇒ < K نیز استفاده کرد:   −N از یک عدد حقیقی و منفی مانند  می توان در تعریف دوم به جای 
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N باید  :ااث  ∞+ است. برای این کار به ازای هر عدد حقیقی مثبت و بزرگی مانند  na دارای حد  n= 2 می خواهیم ثابت کنیم که 
M را طوری پیدا کنیم که: مقدار طبیعی 

nn M a N

n M n N

n M n N

≥ ⇒ >

≥ ⇒ >

≥ ⇒ >

2

M اثبات می کند که:  [ N]= M صحیح است. پس وجود 1+ [ N]= حال می توان گفت که نتیجه گیری فوق به ازای 1+

n
lim n
→+∞

=+∞2

: م یله ی 
n
lim n
→+∞

− =−∞3 5 ثابت کنید: 

M را بیابیم، به طوری که: ال هث  ، باید مقدار طبیعی  N برای هر عدد حقیقی مثبت و بزرگی مانند 
nn M a N

n M n N

≥ ⇒ <−

≥ ⇒ − <−3 5

n N n N n N− <− ⇔ − <− ⇔ > +3 3 35 5 5 n با نابرابری های زیر معادل است:  N− <−3 5 نابرابری 

n M n N≥ ⇒ > + 35 M را طوری یافت که نتیجه گیری زیر درست باشد:  پس باید 

 −∞ n{a به  } M اثبات می کند که دنباله ی  [N ]= +3 ، نتیجه گیری فوق درست است. پس6 M [ N ]= + +35 با شرط 1
واگراست.

: س1 یله ی 
n
lim (n n)
→+∞

+ =+∞2 8 ثابت کنید: 

M را طوری می یابیم که: ال هث  ، مقدار طبیعی  N برای هر عدد حقیقی و مثبت مانند 
n M n n N≥ ⇒ + >2 8

n معادل است با: n N+ >2 8 نابرابری 
n n N (n ) N (n ) N n N n N+ > ⇔ + − > ⇔ + > + ⇔ + > + ⇔ > + −2 2 28 4 16 4 16 4 16 16 4

M را به گونه ای بیابیم که نتیجه گیری زیر درست باشد:  حال باید 
n M n N≥ ⇒ > + −16 4

n
lim (n n)
→+∞

+ =+∞2 8 M ثابت می کند که:   [ N ]= + −16 3 M یا همان  [ N ]= + − +16 4 وجود 1

n n
lim

a→+∞
=1 0 nn آن گال دا یمث 

lim a
→+∞

=∞ اگر 

na به صفر همگراست.: 11 یله ی  n n= + −4 نشان دهید که 

این دنباله را به صورت زیر بازنویسی می کنیم: ال هث 

n
n na ( n n)
n n n n
+ += + − × =
+ + + +

4 44
4 4

، داریم:
n
lim ( n n)
→+∞

+ + =+∞4 با توجه به این که 

nn n
lim lim a

n n→+∞ →+∞
= = ⇒ =
+∞+ +

1 1 0 0
4

نکته
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1
تمرین های تشریحی1

به کمک تعریف همگرایی دنباله، ثابت کنید:- 1
n

nn
lim

+

→+∞
+ =
−

23 5 9
3 1

ب(    
n

nlim
n→+∞
− =
+

4 1 22 1 الف( 

nn
lim log +
→+∞

=12 0 ت(    
n

nlim
n→+∞

=
+

3 3
1

پ( 

n
lim

n n→+∞
=

+2
1 0

2
ج(    n

n
lim −
→+∞

=52 0 ث( 

به کمک تعریف همگرایی دنباله، ثابت کنید، دنباله های زیر به مقدار داده شده همگرا هتتند:- 2
n{log( )} , L

n
=

+
10 11 ب(    

n n

n
( ){ } , L
+

+ − =1
2 1 1

22
الف( 

n sin(n){ } , L
n

=
+

01 ت(    cos(n){ } , L
n

=0 پ( 

}n به 2 همگرا نیتت.- 3 }
n
+
−

9 2
3 1 ثابت کنید دنباله ی 

] می تواند همگرا یا واگرا باشد.- 4 ]{ }na } همگرا باشد، دنباله ی  }na نشان دهید اگر دنباله ی 

} می تواند همگرا یا واگرا باشد.- 5 }na ] همگرا باشد، دنباله ی  ]{ }na با یک مثال نشان دهید اگر دنباله ی 

ثابت کنید دنباله های زیر واگرا به بی نهایت هتتند:- 6
n

n{ }3
2

پ(   {log }
n
1 ب(   { }n n−2 الف( 

7 -
n

nlim
n→+∞
+ =+∞
+

2 1
1 به کمک تعریف ثابت کنید: 

8 -[ ]
n

n
lim

n→+∞
=

5 5
3 3 به کمک تعریف حد دنباله ها ثابت کنید: 

} بنویتید که همگرا باشد:- 9 }na در هر مورد، زیردنباله هایی از دنباله ی 

 
n

n
( ) na

n
−=
+

1
1 ب(    n

na sin( )π=2 12 الف( 
n( )

na n −= 1 ت(    n
na n [ ]= −7 7 پ( 

n آن گاه جملات دنباله در بازه ي داده شده قرار گیرند:- 10 M≥ M را طوری تعیین کنید که اگر  در هر مورد کوچک ترین عدد طبیعی 

n
na ( , / )
n
+=
+

4 3 2 2 0012 1 الف( 

n
n na ( / , )

+ +=
+

33 2 26 9 27
3 1

ب( 

n

n n
na ( / , / )

n n
n

joÎ

Z»p

+
 += +
 +

5 1
5 2 0 99 1 01

2
1

پ( 

1- پاسخ تشریحی تمرین ها را می توانید از سایت انتشارات دریافت کنید.
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پرسش های چهارگزینه ای

M کدام است؟- 128 0/ است. کوچک ترین مقدار طبیعی  2 کم تر از 001 na از 
(n )

= +
+ 3
12
1

n فاصله ی جملات  M≥ برای 

11 )4  10 )3  9  )2  8  )1

M کدام است؟- 129 1 باشد، حداقل مقدار طبیعی 
8 5 کم تر از  n از 

na
n

=
+

5
3 n فاصله ی جملات دنباله ی  M≥ اگر برای هر 

118  )4  117  )3  116  )2  115  )1

M کدام است؟- 130 0/ باشد، حداقل مقدار طبیعی   از1، کم تر از 01
n

n
( )a

n
−= +
+

11 2 1 n فاصله ی جملات دنباله ی  M≥ اگر برای هر 

100 )4  99 )3  50 )2  49 )1

M کدام است؟- 131 ) قرار می گیرند. کوچک ترین مقدار طبیعی  , / )0 0 01 n در بازه ی  M≥ n به ازای 
na −= 32 جملات دنباله ی 

10 )4  9  )3  8  )2  7  )1

M کدام است؟- 132 na نتیجه شود، حداقل مقدار طبیعی  /− <5 0 005 ، نامتاوی  n M≥  از نامتاوی 
n

n na
+

=
−

15
5 1

اگر برای دنباله ی 

5 )4  4 )3  3 )2  2 )1

0/ قرار ندارند؟- 133 1 }n در بازه ای متقارن به مرکز حد دنباله و به شعاع  }
n
+
−

10 1
2 1 چند جمله از دنباله ی 

33  )4  32  )3  31 )2  30  )1

n>24 در کدام بازه ی متقارن به مرکز حد دنباله قرار دارند؟- 134 }n برای مقادیر  }
n
+
+

4 5
2 2 جملات دنباله ی 

( / , / )1 998 2 002  )4  ( / , / )1 98 2 02  )3  ( / , / )0 997 1 003  )2  ( / , / )0 97 1 03  )1

}n در کدام بازه  قرار می گیرند؟- 135 }
n

−
−

2
2

2 60
40

، جملات دنباله ی  n>10 اگر 

( , )11 26  )4  ( , )5 23  )3  ( , )132 6  )2  ( , )72 3  )1

}n در آن قرار می گیرند، کدام است؟- 136 }
n
−
−

4 5
2 3 ، کوچک ترین بازه ای که مقادیر جملات دنباله ی  n>10 اگر 

( , ]+ 12 2 21  )4  ( , ]+ 12 2 19  )3  ( , )+ 12 2 15  )2  ( , )+ 12 2 17  )1

ε=0/ کدام است؟- 137 004 M به ازای   حداقل مقدار 
n

nn
lim

+

→+∞
− =
−

12 4 2
2 1

در تعریف 

10 )4  9  )3  8  )2  7  )1

نماد - 138  ،][( باشد؟  می تواند  متفاوت  عدد  چند   n[ a ]100 عبارت  مقدار   ، n>71 اگر   n
na
n

+=
−

2
2

2 68
41

عمومی  جمله ی  با  دنباله ای  در 

جزء صحیح است.(
4  )4  3  )3  2  )2  1 )1

139 -(log / )=5 0 7 ) قرار دارند؟  , / )0 0 01  خارج از بازه ی 
n

n{ }4
5

چند جمله از دنباله ی 

41 )4  40 )3  21 )2  20 )1

تعداد سؤالات: 42
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n{a به چه عددی - 140 } n|a را نتیجه گرفت، دنباله ی  |− <ε2 ، بتوان نامتاوی  n>5
4 ε از نامتاوی   اگر به ازای هر عدد حقیقی و مثبت 

همگراست؟

2  )4  3  )3  52  )2  32  )1

M کدام است؟- 141 ) قرار گیرند، کوچک ترین مقدار طبیعی  , / )0 0 1875 n در بازه ی  M≥ }n برای مقادیر  }3
2

اگر جملات دنباله ی 

4  )4  5  )3  6  )2  7  )1

ε کدام است؟- 142 M برای هر  ، حداقل مقدار طبیعی  1
3 }n به  }

n −

2
23 1

در تعریف همگرایی دنباله ی 

[ ]+
ε
1 19  )4  [ ]+

ε
1 1
9 3  )3  [ ]+ +

ε
1 1 19 3  )2  [ ]

ε
1
9  )1

ε کدام است؟- 143 M برای هر  ، کم ترین مقدار طبیعی 
n

nlim
n→+∞

=
+

4 42 در تعریف 

[ ]+
ε
8 1 )4  [ ]−

ε
8 1 )3  [ ]−

ε
8 2 )2  [ ]

ε
8  )1

ε بتتگی ندارد؟ - 144 M به  در تعریف همگرایی کدام دنباله، مقدار 
n{[ ]}
n
−
+

2 2
2 3  )4  { }

n +2
1

1
 )3  

n( ){ }
n
−1  )2  n{ }

n
−1  )1

عددی - 145 چه  به   n{a }−2 3 دنباله ی  است.  صحیح   » nn [ ] a≥ ⇒ ≤ < + ε
ε

12 4 2 4 3 « نتیجه گیری   ε مثبت  و  حقیقی  عدد  هر  ازای  به 

همگراست؟
4( دنباله واگراست.  2  )3  1 )2  13  )1

M کدام است؟- 146 ، حدود  nn
lim ( ... )
→+∞

+ + + + =1 1 1 1 12 4 8 2
در تعریف 

M [ log ]≥ − ε −2 2 )4  M [ log ]≥ − ε −2 1 )3  M [ log ]≥ − ε +2 1 )2  M [ log ]≥ − ε2  )1

قرار - 147  /0 01 شعاع  و   4 مرکز  به  متقارن  بازه ای  در   n

n n
na
n n
n

joÎ

Z»p

−
= +
 −

4 1

8 1
2 1

ضابطه ي  با   n{a } دنباله ی  n جملات  M≥ هر  برای 

M کدام است؟ می گیرند. حداقل مقدار طبیعی 
252  )4  251 )3  250 )2  101 )1

، آن گاه کدام دنباله واگراست؟- 148 nb cos(n )= π n و 
na ( ) += − 31 اگر 

n n{a b }  )4  n n{a b }−  )3  n n{a b }+  )2  n
n

a{ }
b

 )1

149 - /0 1 n در بازه ای متقارن به مرکز حد دنباله و به شعاع 

n
na

n
n

joÎ

Z»p

 −=
 + +

43

53 1

n{a با ضابطه ی  } چند جمله از جملات دنباله ی 

قرار ندارند؟
45  )4  44  )3  43  )2  42 )1

M چقدر است؟- 150 ε=0/ فرض شود، حداقل مقدار طبیعی  n اگر 001

n

n
na

n

joÎ

Z»p


=



4
4

1
2

n{a با ضابطه ی  } در تعریف حد دنباله ی 

11 )4  10 )3  9  )2  8  )1
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 در کدام بازه قرار می گیرند؟- 151
nn ( ){ }

n
− −2 1 ، جملات دنباله ي  n>25 اگر 

( / , / )1 96 2 04  )4  ( / , / )1 98 2 02  )3  ( / , )1 96 2  )2  ( , / )2 2 04  )1

) قرار دارند؟- 152 , )−1 1
2 2 )}n خارج از بازه ی  ) sin( )}

n
π−1 چند جمله از دنباله ی 

6  )4  5  )3  4  )2  3  )1

π2 است. چه تعداد از جملات زیر الزاماً صحیح است؟- 153 n{a همگرا به  } دنباله ي 

π2 دارد. ب( این دنباله بی نهایت جمله ی بزرگ تر از  π2 دارد.  الف( این دنباله بی نهایت جمله ی کوچک تر از 

2 دارد. ت( این دنباله بی نهایت جمله ی کوچک تر از  پ( این دنباله بی نهایت جمله ی بزرگ  تر از 1 دارد. 
4  )4  2  )3  1 )2 1( صفر 

مقدار - 154 کدام  به   n{a } دنباله ی  باشند،  همگرا   7 و   −4 مقدارهای  به  ترتیب  به   n n{a b }−2 و   n n{ a b }+3 4 دنباله های  اگر 
همگراست؟

/0 1 )4  −1 )3  /−0 2  )2  2  )1

155 - nn
lim a +
→+∞

2 3 nn آن گاه مقدار 
lim a k+
→+∞

= −2 4 2 nn و 
lim a k k+
→+∞

= − 2
1 3 n{a دارای جملات مثبت و همگراست. اگر  } دنباله ي 

کدام است؟
4  )4  2  )3  1 )2 1( صفر 

n به کدام مقدار همگراست؟- 156
n

a
aa +

=
 +=

1

1

4
1 3

6
دنباله ي 

1
3  )4  23  )3  16  )2  12  )1

 به کدام مقدار همگراست؟- 157
n n

a

a a+

=


= +

1

1

3
3 2

دنباله ی 

4  )4  3  )3  2  )2  1 )1

n به کدام عدد همگراست؟- 158

n

a{ }
a
−
−

2 16
2

n{a همگرا به 4 باشد، دنباله ی  } na و دنباله ي  >4  ، n اگر برای هر عدد طبیعی 

64  )4  32  )3  16  )2  8  )1
کدام یک از دنباله های زیر همگراست؟ )][، نماد جزء صحیح است.(- 159

sin(n)[ ]
n

+
+

2 1
2 1  )4  n

sin(n)a [ ]
n

=
+2 1  )3  

n
n

( )a [ ]
n

+−=
+

11
1  )2  

n( )[ ]
n
− +

+
1 1

1  )1

L چند مقدار حقیقی می تواند داشته - 160 L همگرا باشد، مقدار n به 
n

n

ab [ ] [ ]
a

= −23 2 2 همگرا باشد و دنباله ی  n{a به  } اگر دنباله ی 

باشد؟
4  )4  3  )3  2  )2  1 )1

n به - 161
n

n

a n
c

b n

joÎ

Z»p


=


n{c با ضابطه ي  } nb صدق کنند و دنباله ی  >2 4 na و  <2 4 n{b در شرایط  } n{a و  } اگر دنباله های 

L چند مقدار متفاوت می تواند داشته باشد؟ L همگرا باشد، 
4( بی شمار  3  )3  2  )2  1 )1

M کدام است؟- 162 100 بزرگ تر می شوند. حداقل مقدار طبیعی  }n از  }
n +

4
22 800

n مقدار جملات دنباله ی  M≥ به ازای 

41 )4  40 )3  21 )2  20  )1
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M کدام است؟- 163 896− کوچک  تر می شوند. حداقل مقدار طبیعی  } از  n n }− 24 n مقدار جملات دنباله ی  M≥ به ازای 
33  )4  32  )3  31 )2  30  )1

M کدام است؟- 164 na برقرار باشد، حداقل مقدار طبیعی  n= +2 1 na برای دنباله ی  N> n نامتاوی  M≥  اگر برای 

N[ ]+
2

24  )4  N[ ]+
2

14  )3  N[ ]−
2

14  )2  N[ ]
2

4  )1

M کدام است؟- 165 na برقرار باشد، حداقل مقدار طبیعی  n n= +2 4 na برای دنباله ی  N> n نامتاوی  M≥ اگر برای 
[ N ]+ −4 2  )4  [ N ]+ −4 1 )3  [ N ]+4  )2  [ N ]+ +4 1 )1

166 - n0 }n از نقطه ي همگرایي خود، کم تر از 0/02 باشد. کوچک ترین مقدار  }
n
+
−

4 1
3 2 ، اگر فاصله ي نقاط نظیر دنباله ی  n n≥ 0 به ازاي مقادیر 

) سراسری ریاضی - 93( کدام است؟ 
64 )4  63 )3  62 )2  61 )1

)سراسری خارج از کشور - 86(- 167 }n در آن قرار دارد، کدام است؟  }
n
−2

4 n>31 جملات دنباله ي  کوچک ترین بازه ای که برای 

( , )1 1
8 4  )4  [ , )15 1

64 4  )3  [ , ]15 17
64 64   )2  [ , ]1 17

4 64  )1

168 - n0 1 است. کوچک ترین مقدار 
40 2، کوچک تر از   از عدد همگرایی خود، یعنی 

n

n{ }
−

−
+ 1
2 1

3 2
n فاصله ی اعداد دنباله ی  n≥ 0 به ازای 

)سراسری خارج از کشور - 88( کدام است؟  
11 )4  10 )3  9  )2  8  )1

169 - n0 }n از نقطه ی همگرایی خود کم تر از 0/01 باشد، کوچک ترین مقدار  }
n
−
+

2 5
3 2 ، اگر فاصله ی نقاط نظیر دنباله ی  n n≥ 0 به ازای مقادیر 

)سراسری خارج از کشور - 93( کدام است؟ 
212 )4  211 )3  210 )2  209 )1


