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باشد. a 1≠ )مبنا يا پايه( و a يعني ورودي لگاريتم را مثبت فرض مي کنند. هم چنين بايد 0< x همواره داراي جواب باشد، log ax  توجه     در تعريف لگاريتم براي اين که
جواب ندارند.  log −2

8 و log /
1
0 5 ، log 12 زيرا

log
2

1
8 3= − مي تواند منفي نيز باشد: y با اين که ورودي لگاريتم مثبت است اما خروجي )جواب( يعني

مبنايلگاريتمآنرابهدودستهتقسيمميکنيم

0 1< <a 2(  مبناي کوچکتر از واحد:        a >1 1(  مبناي بزرگتر از واحد:
خصوصيات اين دو مبنا متفاوت است. 

نيز افزايش مي يابد.  y ، مقدار x ً  صعودي است يعني با افزايش است، اکيدا a >1 تابع لگاريتم وقتي

کاهش مي يابد.  y ، مقدار  x 0است، اکيداً  نزولي است يعني با افزايش 1< <a تابع لگاريتم وقتي
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را با نقطه يابي رسم مي کنيم:  y x= log /0 1 y و x= log 10 نمودار لگاریتم: نمودار
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است.  log 10x بيشتر از سرعت رشد  log 2
x را مقايسه کنيم، سرعت رشد log10x و log 2

x اگر بخواهيم 

عدد اويلر که اين نوع لگاريتم  e = 2 718/ که ... Lnx e
x= log 10را نمي نويسند و  که مبناي log logx x= دو دگمه  براي لگاريتم دارند 10 ( )calculator ماشين حساب ها

eبه لگاريتم نپِري يا لگاريتم طبيعي معروف است. 
lnx x

x x10
log

log لگاريتم عدد 1 در همه مبناها برابر صفر است .  a a1 0 1= ⇔ = ° توجه    

Lne =1 log10 و  1= log بنابراين  aa a a= ⇔ =1 1

1، منفي و  1، منفي است در مبناي کوچکتر از واحد لگاريتم اعداد بزرگ تر از 1، مثبت و لگاريتم اعداد کوچکتر از  در مبناي بزرگتر از واحد لگاريتم اعداد بزرگتر از 

1، مثبت است.  لگاريتم اعداد کوچکتر از 

زيرا لگاريتم تابعي يک به يک است. توجه کنيد که  u v= 1و مبناي مساوي داشته باشند(، آن گاه  )دو طرف معادله ضريب log loga
u

a
v= در معادلات لگاريتمي اگر

يک به يک نيست.  sin x زيرا تابع u v= باشد، نمي توان گفت فقط sin sinu v= اگر 

u v> نتيجه مي شود؛ a >1 چنان  چه log loga
u

a
v> در نامعادلات لگاريتمي اگر

u v< 0نتيجه مي شود: 1< <a چنان چه  log loga
u

a
v> در نامعادلات لگاريتمي  اگر
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تابعنمايي

است.  y a
x= log معکوس تابع y ax= تابع

f y f yx x: log := ⇔ =−
10

1 10                   
f y f yx x: log : ( / )/= ⇔ =−

0 1
1 0 1                 

f y lnx f y ex: := ⇔ =−1      

              

0اکيداً نزولي است.  1< <a ً  صعودي است و اگر )پايه( اکيدا a >1 تابع نمايي اگر
a a x xx x a1 2 1

1 2> ← → >>                         

      a a x xx x a1 2 0 1
1 2> ← → << < مانند:                      

                                   . 2 1 0 4− ≈ / ) زيرا ) ( )2 1 2 1 3 4 13 4− > − ⇒ + < ⇒ <+x x x

را پيدا کنيد.  log ( )
1
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2 8 10x x x x− −≥ − ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤                x x− > ⇒ >2 0 2 دامنه متغير

2 10< ≤x با توجه به دامنه متغير:

فرمولهايلگاريتم
سه فرمول اصلي لگاريتم عبارتند از:
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0 و ...( صادق است.  1/ فرمول هاي لگاريتم براي همه مبناها )مبناي 10، مبناي e ، مبناي 
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a
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z0 0 == ++ ++ فرمول 1 به شکل کامل تر:   

فرمول ندارند.  log( )x y− و log( )x y+ فرمول دارند امّا  log a
x
y و  log ax y⋅ توجه کنيد
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== نوع کامل تر فرمول 3 به شکل کامل تر مقابل، از مفيدترين فرمول هاي لگاريتم است. 
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را پيدا کنيد.  log log( )
9

4
3

3
2x −− == جواب معادله  4

                       
بايد دو طرف معادله هم مبنا شوند. 

log log
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= تبديل کنيم:  را به مبناي9 3 راه ساده تر اين است که مبناي
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فرمولهايجانبيلگاريتم
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چقدر است؟ log log log25
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چند جواب دارد؟ log ( ) log ( )x x−− ++ −− ==5 2 1 2  معادله ي 
                          

است.  x > 5 به صورت توأم: x − >2 0 و x − >5 دامنه متغير  معادله با در نظر گرفتن دو شرط0

log ( ) ( ) ( ) ( )10
25 2 1 5 2 10 7 10 10x x x x x x− − = ⇒ − − = ⇒ − + =

x x x x x x2 7 0 7 0 7 0− = ⇒ − = ⇒ = =( ) , x=0 غير قابل قبول است.                                اما 

اگر ابتدا دامنه متغير را پيدا نمي کنيد پس از تعيين جواب هاي معادله بايد جواب ها را در معادله چک کنيد.

چقدر است؟ در مبناي 4 ( )x −− 3 ،  مقدار لگاریتم log ( ) log ( )3
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A
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log ab
x باشد، مطلوبست  log b

x == و3 log a
x== 2 اگر  7

                           
log log log logx
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x= + = + = ⇒ =
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را پيدا می کنيم:           log x
ab   ابتدا

را پيدا کنيد. log 5
6 ، مقدار تقریبي log /3 0 477== و  log /2 0 301== اگر  8
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چقدر است؟ [log ] [log / ]1392 0 02++ حاصل  9
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[log ] [log / ]

+ =
= = −

0 02 1
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چند رقم دارد؟ 264 ، تعيين کنيد عدد log /2 0 30103== اگر  10
                         

از روي لگاريتم يک عدد، مي توان حدود آن عدد و تعداد ارقام آن را پيدا کرد. 

عدد شش رقمي است.  A 10باز هم 105 6< <A باشد log /A = 5 7 اولين عدد شش رقمي است و اگر A =105 باشد، logA = 5 مثلًا اگر

log log / / /2 64 2 64 0 30103 19 2 2 1064 64 19 2= = × = ⇒ = رقم است.  داراي20 264 بنابراين عدد

چقدر است؟ 3 3
5log حاصل  11
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32log log log

log= = = = لگاريتم استفاده مي کنيم:                    7 از فرمول
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واحد بيشتر است. آن  عدد کدام است؟ 4 5/ لگاریتم عددي از لگاریتم عکس مجذور آن عدد در پایه9 به اندازه ي  13
                       

به هر دو لگاريتم بر مي گردد: 9 معادله را فرمول بندي رياضي مي کنيم. پايه

log log / log log / log / log /9 9

1

9 9 9 9
2 2

4 5 4 5 3 4 5 1 5x x x x x x x= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒
−
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⇒ = = =

9
3 3 27

1 5

2 1 5 3

/

/( )x

معادلاتنمايي
معادلات نمايي به سه نوع تقسيم مي شوند. 

نوع اوّل: در دو طرف معادله پايه ها مساوي مي شوند. 

را پيدا کنيد.  x ، مقدار  ( )1
2 2

81x x−− == از معادله  1
                         ( ) ( ) ( )
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3 3 6 1
3

3
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x x x x x x

x x x

نوع دوم: معادلاتي که با مجهول معاون حل مي شوند. 

را پيدا کنيد.  x ، مقدار 9 2 3 452x x== ×× −−++ از معادله   ي  2
                        3 2 3 3 45 3 18 3 45 0

3 18 45 0 3 15

2 2 2
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x x x x

x t t t t t

= × × − ⇒ − × + =
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3 3 3 1 15 3 15 3

15t x t xx x= ⇒ = ⇒ = = ⇒ = ⇒ =, log



فصل هشتم: لگاریتم 162

نوع سوم: معادلات نمايي که به کمک لگاريتم حل مي شوند. 

را پيدا کنيد.  x ، مقدار 3 21x x== −− از معادله ي  4
                       3 2

2
6 2 6

6
2x

x
x x= ⇒ =  → = log

چند جواب دارد؟ x xlog 5 625== معادله ي   5
                         

5 لگاريتم مي گيريم: از طرفين در مبناي

log log
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5 5
6255x

x
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log log log (log ) log ,5 5 5
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5
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5
4

4 2 25 1
25

x x x x x x= ⇒ = ⇒ = ± ⇒ = =

جواب در دامنه ي متغير قابل قبول اند. 2 هر

توجه کنيد:  (log )2 و3 log23توجه   به تفاوت بين 

log log / /2 3 2 3 0 301 0 9033 = = × = log)             و  ) ( / ) /2 0 301 0 0273 3= ≈

از طرفين در مبناي
لگاريتم مي گيريم
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2

)1

81 aکدام1است؟. برحسب log
3

16 باشد، log
12
3 == a اگر

4 1 1( )
a
− )4  4 1 1( )

a
+  )3  4 1

−
a

 )2  1 4
a
−  )1

91 کدام1است؟. 1 1

12
2

3
2log log

−− حاصل

4 )4  2 )3  2 2log  )2  log2  )1

101 برحسب1a1کدام1است؟. log /1 25 ،آن1گاه log2 == a اگر

3 1a − )4  2 1a − )3  1 3− a )2  1 2− a )1

111 کدام1است؟. log / log log0 03 30 300++ ++ ،1آن1گاه1حاصل log /3 0 477== اگر

2/477 )4  2/431 )3  1/431 )2  1/477 )1

121 کدام1است؟. log /12 5 ،1مقدار1 log /4 0 602== اگر1

1 699/ )4  1 602/ )3  1 097/ )2  0 699/ )1

131 کدام1است؟. log /0 138 ،1آن1گاه1 log /138 2 1398== اگر1

0 21398/ )4  −0 8602/ )3  −0 1398/ )2  0 1398/ )1

141 کدام1است؟. m برحسب log !
3
26 ،1آن1گاه log !

3
27 ==m اگر

m
3

 )4  m + 3  )3  m − 3  )2  3 −m  )1

151 کدام1است؟. 4 در1پایه1 ( )1 1
A
−− باشد،1آن1گاه1لگاریتم1عدد A برابر 8 در1مبنای1 2 0 253 / اگر1لگاریتم

3
2

 )4  1
3

 )3  2
3

 )2  −3  )1

161 کدام1است؟. f f f f( ) ( ) ( ) ( )4
4

5
4

6
4

7
4

++ ++ ++ ،11حاصل1 f x x
x

( ) log==
++4 1

4
اگر1

1
2

2log )4  − log 2 )3  log 2 )2  1 )1

171 برابر1است1با:. log ba آن1گاه a b4 3== اگر
4
3

)4  3
2

)3  3
4

)2  2
3

 )1

تست های لگاریتم
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)3( .1

log log log log (log )
b
a

b
a

n
m m

n
= ⇒ = = −

−

8

2
2

2
2

2
2

3

1
2 1

6
است. ( )− 1

6
log22 پس حاصل عبارت برابر 1= اما

)3( .2
log log (log ) log2 2

64

2

2
2
2

2
2

3
2

6 6
3
2

4 4= = = =

)1( .3
log log log log log1

1

1
1

b

a
b
a

b
a

b
a

b
a= = − = =−

−

)1(  .4

 log log log log3
9

3
9

3 3
2 2

2 2 2 2A A A a= + = + = +

log3
A a= بنا به فرض 

)3(  .5
log log log loga a a a

3 3 3 3 33
4

3
4

3
2

3
4

1
2

3
2

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ =log3 2 9a a

log log log log( )
4

1
4
8

2
2

2
2

2
3 3

2
3
2

a− = = = =

)4(  .6log log

log log log

y
x

x
y

x x
y

x

y
x
y

= ⇒ =

= = = × =

1
3

3

2
3
2

4
3

3 4
2

3
2

2

)4(   .7
log log log2 2 2

25 2
5

5
2

e e eA A A
= ⇒ = ⇒ =

log log loge
e

e A A
32 2 2

1
2

5
10 10 2

5
4

= = = × =

)4(  .8
log log12

3
3
12 1= ⇒ =a

a

⇒ = ⇒ + = ⇒ + =×log log log log( )
3
4 3

3
4

3
3

3
41 1 1 1

a a a

log3
4 1 1= −
a

log log log ( )3
16

3

4
3
4

1
2

2
4 4 1 1= = = −

a
از طرفي:  

)3(  .9
1 1 2 2
12
2

3
2 2

12
2
3

2
4

2
2

2
22

log log
log log log log log− = − = = = =

)2(   .10
log / log log log log log1 25 5

4
5 4 10

2
22= = − = −

= − − = −log log log10 2 2 2 1 3a

)3(  .11

روش اول:

log / log log log log0 03 3
100

3 100 3 2= = − = −           )1(

log log ( ) log log log30 3 10 3 10 3 1= × = + = +            )2(

log log ( ) log log log300 3 100 3 100 3 2= × = + = +      )3(

از جمع )1( و )2( و )3( داريم:

3 3 1 3 0 477 1 1 431 1 2 431log ( / ) / /+ = + = + =

روش دوم:

log / log log log ( )0 03 30 300 3
100

30 300+ + = × ×

= + =3 0 477 1 2 431( / ) /

= = × = +log log ( ) log log270 3 10 3 3 103

)2(.12
log / log / log /

log / log log lo

4 0 602 2 2 0 602 2 0 301

12 5 25
2

100
8

= ⇒ = ⇒ =

= = = gg log

log ( / )
/ /

100 8

2 3 2 2 3 0 301
2 0 903 1 097

−

= − = −
= − =

)3(.13
log / log log log

/ /

0 138 138
1000

138 1000

2 1398 3 0 8602

= = −

= − = −

)2(.14
log log! ( !)

2
27

3
27 26= =× m

⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −log log log log( )! ( )! !
3
27

3
26

3
26

3
263 3m m m

)4( .15
log A log A log A A

log A A
A

8 3 8 3 8
2

8
2

2
2

2 1
4

8
4

1
3

3

1
3

3 1
9

1

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ =

log

: −− = ⇒ = =1 8 3
24

8
2
2
2
3

log log

)2( .16
f

f

f

f

( ) log

( ) log

( ) log

( ) log

4
4

5
4

5
4

6
5

6
4

7
6

7
4

8
7

=

=

=

=

جمع = + + +

= × × × =

log log log log

log log

5
4

6
5

7
6

8
7

5
4

6
5

7
6

8
7

2

)4( .17

log log loga
b

a
b

a
a= = =3

3
3
4 4

3

log logb
a

b
a
n

n
= را به يک توان مشترک رساند.  b و a مي توان logba توجه: در 

n
n b

alog زيرا اين توان ها با هم حذف مي شوند. 

)3(.18
f x

g x
f x

x x x

x x x

( ) log log log

( ) log log log
( )

= = = −

= = = −
⇒ =

−

−

2

1

2 2

1
2

2 2

1

1

gg x( )

)1(  .19
log log

log6
5 5

6
= )فرمول تغيير مبنا(    

log log
log log6

5 1 2
2 3

1
=

−
+

=
−
+
a

a b

)2( .20log
log

log .log log log log loga
z

ab
z z

ab
a
z

a
ab

a
a

a
b

a
b= = = + = +1

پاسخــــــــــنامه
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فصل چهاردهـم 

آنچه  در  این  فصل  میخوانیم:

تابع اولیه یا انتگرال نامعین
قوانین و فرمول های انتگرال
انتگرال معین
محاسبه سطح محصور
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 مه
ــنا

ســـ
در

تابع اوليه يا انتگرال نامعين
 در فصل مشتق، تابع را  داشتيم،  مشتق آن را پيدا مي کرديم. در اين فصل مشتق را داريم، مي خواهيم تابع را پيدا کنيم. 

ها  x تعبير هندسي مشتق،  در يک نقطه از تابع، شيب خط، مماس بر نمودار تابع در آن نقطه است، تعبير هندسي انتگرال، در يک فاصله سطح بين نمودار تابع با محور
ها باشد، بايد قدر مطلق عدد به دست آمده را در نظر بگيريم. x زير محور f در اين فاصله است البته چنان چه تابع

x x5 45 →  5 4 5x x c → +                       

نشان مي دهند.  5 4 5x dx x c= +∫ را با نماد  5 4x تابع اوّليه

است.  x نشان مي دهد متغير انتگرال، dx را تابع تحت انتگرال گوييم و 5 4x

 توجه    هر تابع داراي بي شمار تابع اوّليه است که اختلاف آن ها در يک عدد ثابت است. 

هستند.  5 4x و ... همگي تابع اوّليه هاي x5 2+ ، x5 1
2

− ، x5 مثلًا

f x dx F x c F x f x( ) ( ) ( ) ( )= + ⇔ ′ =∫ تعريف:                                       
تابع اصلي )اوّليه( است. F x( ) مشتق تابع است و f x( ) در اين جا

  نکته
f x dx f x g x dx g x c( ) ( ) , ( ) ( )∫ ∫( )′ = ′ = +

قوانين انتگرال
kf x dx k f x dx∫ ∫=( ) ( ) عدد ثابت باشد:                  k اگر

( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx± = ± ∫∫∫

( )′ ± ′ = ±∫ u v dx u v به بيان ديگر:                                      

′ ′ ≠
′
′

≠∫∫ u v dx uv u
v
dx u

v
, همچنين داريم:                                    

است؟ f x( ) باشد. کدام يک از توابع زير نيز يک تابع اوّليه f x( ) يکي از تابع های اوّليه x x x3 26 12 5−− ++ ++ اگر  1
2 12 243 2x x x− + )4  ( )x + −2 53 )3  ( )x − −2 103 )2  − + −x x x3 26 12 )1

گزينه ي )2(
تغيير کند.  5 باشد، يعني فقط عدد x x x c3 26 12− + + بايد پاسخي را انتخاب کنيم که به شکل

آمده است.  −18 ، عدد 5 جملات اصلي همان است فقط به جاي ( )x x x x− − = − + −2 10 6 12 183 3 2 در گزينه ي 2: 

چقدر است؟ ′′′′f ( )1
4

باشد، f x x dx( ) ln== ∫∫ اگر   2

′′ =f ( )1
4

4 ′′ بنابراين: =f x
x

( ) 1 مشتق مي گيريم:  x دوباره از طرفين نسبت به  ′ =f x x( ) ln مشتق مي گيريم:  x از طرفين رابطه نسبت به 

کدام است؟ ′′f ( )0 باشد،آن گاه f x dx x c( ) sin== ++∫∫ 2 3 اگر  3

، مشتق مي گيريم: x از طرفين نسبت به

f x x x x( ) sin ( cos ) sin= =2 3 3 3 3 6

′ = ⇒ ′ =f x x f( ) cos ( )18 6 0 18

فرمول هاي  انتگرال گيري

1) kdx kx c== ++∫∫            ( )kx c k+ ′ = زيرا: 

2
1

1
1

) ,x dx x
r

c rr
r

==
++

++ ≠≠ −−
++

∫∫      ( )1
1

1

r
x xr r

+
′ =+ زيرا:    

dx
x∫ 3
1 و dx

x∫ 2
1

، x dx∫ يک واحد اضافه کرده و بر همان عدد به دست آمده تقسيم مي کنيم: x ( به توان  ) به جزء1− x براي حل انتگرال همه توان هاي

همه با فرمول فوق حل مي شوند. 

 3 1) ln
x
dx x c== ++∫∫    (ln )x

x
′ =

1 زيرا: 

 تابع اوّليه مشتق
 پاد مشتق
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حل مي شوند.  2 با فرمول x فرمول جداگانه دارد. بقيه توان هاي 1 1

x
dx x dx x c= = +−∫∫ ln فقط 

4 1) e dx
a
e cax ax== ++∫∫ ( )1

a
e e e dx e cax ax x x′ = = +∫    

5 1

6

) sin cos , sin cos

) cos sin , cos

x dx x c ax dx
a

ax c

x dx x c a

== −− ++ == −− ++

== ++

∫∫∫∫

∫∫ xx dx
a

ax c== ++∫∫
1 sin

تمرين هاي انتگرال گيري
) dx∫1 2 = +2x c dx ==∫∫ x c+ 1

2
dt ==∫∫ 1

2
t c+

2 5 4 6 2
2

4 3 2) ( )x x x x dx−− ++ ++ −− ==∫∫ 5
5

4
4

6
3 2

2
2

5 4 3 2x x x x x c− + + − + از جملات ، تک تک، انتگرال می گوييم:  

3 3
4) dx
x

==∫∫ 3 3
3

14
3

3x dx x c
x

c−
−

=
−

+ = − +∫

4 43) ( )x
x
dx−− ==∫∫ ( )x x dx x x c x x c

1
3

1
2

4
3

1
2

434 4
3

4 1
2

3
4

8∫ − = − + = − +
−

انتگرال مي گيريم: کسرها و راديکال ها را به صورت تواني نشان داده و با همان فرمول2

5 12

2) x
x

dx−−
==∫∫ ( ) ( )1 1 1

1
1

2
2

1
− = − = −

−
+ = + +−

−

∫∫ x
dx x dx x x c x

x
c

6 2 1 2
) ( )x

x
dx++

==∫∫ 4 4 1 4 4 1 4
2

4
2 2x x
x

dx x
x
dx x x x c+ +

= + + = + + +∫∫ ( ) ln

انتگرال، استفاده مي کنيم:  کسرها را تفکيک مي کنيم و از فرمول2

7 3 2) x
x
dx−−

==∫∫ ( ) ( )3 2 3 2 3 3
2

2 1
2

2 4
1
2

1
2

3
2

1
2x

x x
dx x x dx x x c x x x c− = − = − + = − +

−

∫∫

8 1 2
) ( )x

x
dx−−

==∫∫ x x
x

dx x x dx x x x c− +
= − + = − + +

−

∫∫
2 1 2 2

3
2 2

1
2

1
2

3
2( )

9 2 3) ( )e e dxx x−− ==−−∫∫ 1
2

1
3

2 3e e cx x+ +−

10 12
) e

e
dx

x

x
−−

==∫∫ ( )e e dx e e cx x x x− = + +− −∫

11 2) (cos sin )x x dx−− ==∫∫ sin cosx x c+ +
1
2

2

12 2) (sin cos )x x dx++ ==∫∫ (sin cos sin cos ) ( sin ) cos2 2

1

2 1 2 1
2

2x x x x dx x dx x x c+ + = + = − +∫� ��� ���∫∫

13 1) sin ( cos )x x dx−− ==∫∫ (sin sin cos ) (sin sin ) cos cosx x x dx x x dx x x c− = − = − + +∫∫
1
2

2 1
4

2

14 2
3 4

) (sin cos )x x dx++ ==∫∫ − + +
3
2

2
3

4
4

cos sinx x c

15 2) cos
cos sin

x
x x

dx
++

==∫∫ cos sin
cos sin

(cos sin ) sin cos
2 2x x
x x

dx x x dx x x c−
+

= − = + +∫∫
انتگرال معّين

سطح بين نمودار
b

a
f (x) dx∫ ، )يعني نمودار f بالاي محور xهاست( تعبير هندسي f ≥0 شکل مقابل است. در بازه هايي که  y f x= ( ) فرض کنيد نمودار تابع

است.  x b= و  x a= ها و دو خط x و محور y f x= ( )

x

y = f(x)

y

1
1 1

1

2

2

2

23 3

3

4

4

5 6



309ریاضیات تجربی

کدام است؟. 47 2
31

4 x dx



∫∫

4 5/ )4  4 )3  3 5/ )2  3 )1

کدام است؟. 48 ( )x
x
x
dx++

−−∫∫ 1

1
حاصل

4 )4  3 )3  2 )2 1( صفر 

کدام است؟. 49 x dx
n
[[ ]]∫∫1 حاصل

n n( )+1 )4  n n( )−1
2

)3  n n( )+1
2

)2  n )1

کدام است؟. 50 (cos sin )2
0
6 2x x dx
ππ

∫∫ −− حاصل

2 )4  3
2

)3  2
2

)2  3
4

)1

کدام است؟. 51 ( )1 1 2
1

2
−−∫∫ x

dx حاصل

− −
1
2

4ln )4  − −
1
2

2ln )3  3
2

4− ln )2  3
2

2− ln )1

کدام است؟. 52 [ ] cosx xdx
0
2
ππ

∫∫
1 1+ sin )4  1 1

2
1+ sin )3  1 1− sin )2  1 1

2
1− sin )1

کدام است؟. 53 [ ]cosx xdx
−−∫∫ ππ

ππ

6

6 حاصل

4( صفر   1
2

)3  − 1
2

)2  −1 )1

کدام است؟. 54 1 2
20

++
∫∫

cos x dx
ππ

حاصل

 1 )4  2 )3  2 2 )2 1( صفر 

کدام است؟55.  ( )x
x

dx++
∫∫

1 2

0

1

16
3

)4  14
3

)3  13
3

)2  11
3

)1

کدام است؟. 56 ′′u x( ) ،آن گاه u x t dt
x

( ) == ++∫∫ 2
1

1 اگر

x2 1 1+ − )4  x

x2 1+
)3  x2 1 2+ − )2  x2 1+ )1

کدام است؟. 57 ′′A ( )ππ
2

،آن گاه A x t
t
dt

x
( ) sin

== ∫∫1 اگر

4
2π

)4  2
π

)3  2
π )2  1 )1

کدام است؟. 58 x == 2 در نقطه y xG x== ( ) Gآن گاه مشتق راست تابع  x t

t
dt

x
( ) ==

++∫∫ 1 32
اگر

5
3

)4  4
3

)3  2
3

)2  1
3

)1

کدام است؟. 59 f x dx( )
1

2

∫ آن گاه d
dx

f t dt
xa

x
( ) ==∫∫

1
2 اگر

 − 1
2

)4  1
2

)3  2 )2  1 )1

چقدر است؟. 60 x == 2 به ازاي F
x
( )1 ،  مقدار مشتق F x dt

t

x
( ) ==

++∫∫
3
1 30

اگر

1
3

)4  2
3

)3  − 1
3

)2  − 2
3

)1
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A کدام است ؟. 61 A( ) ( )6 6++ ′′ ، حاصل  A x f t dt
x

( ) ( )==∫∫0 y شکل مقابل اس.ت اگر  f t== ( ) نمودار 

   5 )1

   9 )2

  7 )3

3 )4- 1

1

2 4 6

x

y

0

y =
 f(

t)

واقع بر آن کدام است؟. 62 1 در نقطه اي به طول  y x== ϕϕ ( ) باشد، آن گاه معادله خط قائم بر نمودار  ϕϕ ( )x dt
t

x
==

++∫∫ 31
اگر

 y x= − +4 4 )2   y x= − 4 )1

y x= −
1
4

1
4

)4   y x= − −4 4 )3

واقع بر آن کدام است؟. 63 1 در نقطه اي به طول  f ،معادله مماس بر نمودار تابع f x dt
t

x
( ) ==

++∫∫ 1 31
اگر

 y x= −2 1 )2   y x= −2 2 )1

2 1y x= − )4   2 2y x= − )3

واقع بر آن کدام است؟. 64 x == 1 در نقطه y f x== ( ) ، معادله خط قائم بر منحني f x t
t

x
( ) == ++

∫∫
1

2

2
اگر

 x y+ =2 1 )2   x y− =2 1 )1

x y− =3 1 )4   x y+ =3 1 )3

سطح هاشورزده شکل مقابل چند واحد سطح است؟. 65

21 )1
19 )2
18 )3
17 )4

y x= 2

1 4
x

y

0

کدام است؟. 66 cosp واحد سطح باشد، 4
5

اگر سطح هاشورزده شکل زير

 1
5

)1

4
5

)2

 4
5

)3

2
3

)4

y sin x=

p
x

y

0

کدام است؟. 67 q واحد سطح باشد،  1
2

اگر سطح هاشور زده شکل زير
1
2

)1

2
2

)2

3
2

)3

4
5

)4

y cos x=

p x

y

0

q

ها برابر است با:. 68 x و محور y x x x== −− سطح بين منحني
4
3

)4  1 )3  2
3

)2  1
3

)1

کدام است؟. 69 y x2 == و y x== 2 سطح بين دو سهمي
2
3

)4  2
5

)3  1
4

)2  1
3

)1
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)3(.44
( ) ( ) ( )

( )

x x dx x dx x dx

x dx x x x
− −∫ ∫∫−[ ] = − + + −

+ − =
−

+
−

+

1

2

0

1

1

0

2 2

1 0

1
2

0
1 22

1
0 2

2
1

3
2

1
2

1
2

5
2

1

2 2

∫ + −

= + + =

x x

 
)2(.45

 
f x dx x x dx x x dx x x dx

x x

( ) ( ) ( )= + + = − − − + + +

=− −
−

− −− ∫ ∫∫∫ 1

2

0

2

1

0

1

2

2

1 1 1

0
11

2
0

0 6 0 62+ + = + − =x x ( )

به کمک نمودار گلداني نيز مي توان حاصل انتگرال را پيدا کرد. 

)2(.46
1 2 2 1 2 0 2 1 1

1
1
2

0

0

1
1
2

1

0

1
2

2

− [ ] = − + −

= − = − −

∫ ∫∫x x dx x dx x dx

x x

( ) ( ) ( )( )

( 11
4

1
4

)=

 
)2(.47

 2
3

3
2

3
2

6
2

x k x k
= ⇒ = : , نقاط ناپيوستگي جهشي

 2
3

0 2
1

4
3
2

3

3

4

1

3
2x dx dx dx dx





= + +∫ ∫ ∫∫

حاصل انتگرال هاي فوق را  k dx k b a
a

b
= −∫ ( ) حال با استفاده از ويژگي

محاسبه مي کنيم:

 1 1 3 3
2

3
2

2 2 4 3 2 0 03
2

3

3

4

1

3
2dx dx dx= − = = − = =∫ ∫ ∫( ) , ( ) ,

 3
2

2 7
2

+ = پس حاصل انتگرال فوق مي شود: 

)1(.48

x

y

o

( ) ( ) ( )x
x
x
dx x dx x dx+ = − + +

=− + =

− −∫ ∫ ∫1

1

1

0

0

1
1 1

3
2

3
2

0

 
)3(.49

x dx dx dx n dx
n

nn
[ ] = + + + −

= − + −
−∫∫∫∫ 1 2 1

1 2 1 2 3 2
12

3

1

2

1
......... ( )

( ) ( )) ... ( )( )

... ( ) ( )
+ + −

= + + + + − =
−

n

n n n
1 1

1 2 3 1 1
2

 
)1(.50

 
(cos sin ) cos

sin ( )

2
0
6 2

0
6 2

1
2

2 6
0

1
2

3
2

0 3
4

x x dx xdx

x

π π

π

∫ ∫− =

= = × − =

)2(.51
( ) ( )

ln

( ln ) (

1 1 1 2 1

2
1

2
2
1

1 2
1

1 2 2 1
2

2
21

2

1

2
− = − +

= − −

= − − −

∫∫ x
dx

x x
dx

x x
x

11 3
2

2 2 3
2

4) ln= − = −Ln

 
)2(.52

x xdx xdx xdx

x

[ ] = × + ×

= = −

∫ ∫∫0
2

1
2

0

1
0 1

2
1

1 1

π π

π

cos cos cos

sin sin

 
)2(.53

x xdx xdx dx

x

[ ] − +

=−
−

= − =−

− −∫ ∫∫π

π π

π

π

6

6
0
6

6

0
1 0

0

6
0 1

2
1

cos ( )cos

sin ( )
22

 
)3(.54

1 2
2

2
2

2

0

2

0 0

+
= =

= + − =

∫ ∫ ∫
cos cos cos

cos cos sin

x dx x dx x dx

xdx xdx x

π π π

π

00 2
1 0 1 2

2
0
2

π

π
π π

π∫∫ −
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sin
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( )

( )

x
x

dx x x
x

dx

x x dx

x x x x

+
=

+ +

= + +

= + +

∫∫

∫
−

1 2 1

2

2
3

1
0

2
1
0

2

2

0

1

0

1

1
2

0

1 1
2
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2
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2 2 14
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)1(.56

 u x t dt u x x
x

( ) ( )= +  → ′ = +∫ 2
1

21 1

)3(.57
A x t

t
dt A x x

x

A

x
( ) sin ( ) sin

( )

= → ′ =

′ = =

∫1

2
1

2

2π
π π

 
)3(.58

′= + ′ = + ′

=
+

=

′ =
+

⇒ ′

∫

y G x xG x x G G

G t

t

G x x

x
G

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) (

2 2 2 2

2
1

0

1

32

2

3
22 2

9
2
3

0 4
3

)= = ⇒ ′= +y

 
)3(.59

 

d
dx

f t dt
x

f x
x

x
dx

x

a

x
( ) ( )

( )

= ⇒ =

=− =− − − =

∫

∫

1 1

1 1 2
1

1
2

1 1
2

2 2

21
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 طبق قضيه بنيادي اول 
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)1(.60

F x dt
t
dt F x

x

F
x x

F
x
x F

x
( ) ( )

( ( )) ( ) (

=
+

⇒ ′ =
+

′=− ′ = − ′

∫
3
1

3
1

1 1 1 2 1
4

1

3 30

2 22
1
4

3

1 1
8

2
3

)=− ×
+
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)4(.61

 A x f t dt A f t dt
x

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ = =− + + =∫∫ 6 1 1 2 2
0

6

0

پس: ′ =A x f x( ) ( ) از طرفي بنا به قضيه ي بنيادي اول

′ = = ⇒ + ′ = + =A f A A( ) ( ) ( ) ( )6 6 1 6 6 2 1 3
 

)2(.62
ϕ ϕ( ) ( )x dt

t
x

=
+

⇒ = ⇒ ∈∫ 3
1 0

1
01

منحني

′ =
+

→ ′ = ⇒ϕ ϕ( ) ( )x
x

1
3

1 1
4

−: شيب خط قائم 4

y x y x=− − ⇒ =− +4 1 4 4( )

 
)4(.63

f x dt
t
dt f x

x
f

x
( ) ( ) ( )=

+
⇒ ′ =

+
= ′ =∫ 1

1
1

1 1
23 31

شيب خط مماس بر منحني

x f dt
t

A= ⇒ =
+

= ⇒∫1 1
1

0 1 031

1
( ) ( , )

y x y x= − ⇒ = −
1
2

1 2 1( )

 
)3(.64

 f x t
t
dt f x x

x
x

( ) ( ) ( )=
+

⇒ ′ =
+

∫
1 2 2 1

22

2

 ′ =f ( )1 3 −= شيب خط قائم 1
3

 f t
t
dt A( ) ( , )1 1 0 1 0

2

2
=

+
= ⇒∫

y x y x=− − ⇒ =− +
1
3

1 3 1( )

)3(.65
 براي محاسبه ي سطح هاشورزده ي شکل زير ابتدا سطح محدود به منحني و 
x=4 محاسبه مي کنيم و سپس مساحت مستطيل  x=1 تا ها را از  x محور

به طول 3 و به عرض 1 را از آن کم مي کنيم: 

 x dx x2
3

1

4

3
4
1

64 1
3

21= =
−

=∫

= مساحت مستطيل × =3 1 3
1 4

x

y

0

 ⇒ = مساحت هاشور خورده − =21 3  واحد سطح18

)1(.66

سطح هاشور خورده شکل داده شده عبارت است از سطح محدود به منحني 
x پس: p= x تا  ها از 0= x y ومحور x=sin

s xdx x
p

p p

p
= =−

=− + = ⇒ =

∫ sin cos

cos cos

0 0

1 4
5

1
5

 

)3(.67
)سمت راست مبدأ( قطع مي کند  x =π

2
ها را در x y محور x=cos منحني

و مساحت ناحيه ي هاشور خورده عبارت است از:

S xdx x
p

p

p p q

p
= = = − =

= ⇒ = ⇒ = =

∫ cos sin sin

sin cos

π

π π

π

2 1 1
2

1
2 6 2

3
2

2

 
)1(.68

ها بايد منحني را با محور x و محور y f x= ( ) براي تعيين سطح محصور بين 
ها قطع دهيم:  x

x x x
x x x

x x x
− =

− ≥

− − <







2

2

0
0

x x2−

x x− −2

x x− −2

0 x

y

1 1

چون دو قسمت سطح با هم برابرند پس: 

S x x dx x x
= − = − = − =∫2 2

3 2
1
0

2 1
6

1
3

2
0

1 3 2
( )

 
)1(.69

را قطع مي دهيم:  y x= و y x= 3 دو منحني

 
x x x x

S x x dx x x x

2

0

1 2
3

0 1
2
3 3

1
0

= ⇒ = =

= − = −∫

,

( )

= − =
2
3

1
3

1
3

واحد سطح

x عبارت  By2 = و y Ax2 = تذکر: در حالت کلي سطح محصور بين سهمي هاي

 S= 1
3

پس: A B= در اين تست1= AB
3

است از:

)3(.70
را حساب  x = −1 و x  ابتدا سطح محدود به منحني و محورxها و خطوط0=
مي کنيم )ناحيه سفيد( وسپس از مساحت مستطيلي به طول 3 و به عرض 1 

کم مي کنيم:
S سفيد x x dx x x= − = −

−∫ ( )2
3

2
1

0
2

3
0
1

 = − − − =0 1
3

1 4
3

( )

S مستطيل = × طول 3 = عرض  1×

=S هاشورخورده − =3 4
3

5
3

واحد سطح

)2(.71
 S1  ، x b= تا x a= ها از x و محور y

x
=

2 S2 يعني سطح محدود به منحني

 y
x2
2

= و y
x1
5

= يعني سطح محصور بين دو تابع

S
x
dx dx

x

S
x x

dx
x
dx dx

x
S
S

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

2

1

1

2

2 2

5 2 3 3

3
2

= =

= − = =

=

∫∫

∫∫∫ ( )


